V Részletesen kidolgozott feladatok a sorozatok témakorébl

V Monotonitas, korlatossag
1. feladat
Mit mondhatunk a kdvetkez sorozatrol monotonitéas €s korlatossag szempontjabol?

p :2n+1
n n+3

Monotonitas vizsgalata:
Mieltt a bizonyitashoz kezdiink, szamitsuk ki a sorozat néhany els elemét!
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Sejtés: a sorozat szigoruan monoton n

Szémitsuk ki aza, , | —a, kiilonbséget, ha pozitiv eredményt kapunk, akkor bebizonyitottuk a

sejtést.

a, ,  felirasa: az a, képletébe n helyére (n+1)-et irunk, fontos, hogy mindig tegyiik zarojelbe!
(A zargjel néha elhagyhatd, de ha nem vagyunk benne biztosak, hogy mikor, azt javaslom, mindig
irjunk zarojelet, mert akkor biztos nem kovetiink el hibat.)

, —2mtl+1
ntl (n+1)+3

u _a=2-(n+1)+l_2n+1=2n+2n+1_2n+1=2n+3_2n+1
n+l T (p41)+3 n+3 n+1+3 n+3 n+4 n+3

A fenti sorban felbontottuk a zardjeleket és dsszevontunk.
Ezutén k6z0s nevezre hozzuk a két tortet, mivel a nevezknek nincs kdzds tényezje (a
legnagyobb k6zos osztdjuk 1) a k6zos nevez a két nevez szorzata lesz:

2n+3)(n+3) 2n+1)-(n+4)

(n+4)-(n+3) (n+3)(n+4)

Lathato, hogy a k6z6s nevezre hozas mindkét tortnél I1ényegében tortbvités volt. Az els tort
szamlalojat és nevezjét is megszoroztuk n + 3 -mal, a mésodik tortet n + 4-gyel bvitettiik.
Most k6z0s a nevez, ezért a kifejezésiinket egy tortként is felirhatjuk, majd a szamlaléban
felbontjuk a zarojeleket, ezutan 6sszevonunk. A nevezben soha ne végezziik el a szorzast!



2n+3)-n+3)=C2n+1)-(n+4) _ (2n2+6n+3n+9) —(2n2+8n+n+4)
(n+4)-(n+3) (n+4)-(n+3)
_ (2% +9n+9) — (27" +9n+4)

(n+4) (n+3)

A nevez masodik tagjanal vigyazzunk, a zarojel eltt negativ eljel van, ez azt jelenti, hogy ha
felbontjuk a zarojelet minden tag ellentétes eljel lesz.

2 +9n+9) =2 —9n—4 5

(n+4)-(n+3) (n+4)-(n+3)

A szamlal6 6sszevonasa utan kapott tort eljelét mar konnyen megvizsgalhatjuk.

A szamlalo 5, ez pozitiv, a nevezben n+4 > 0 és n+3 > 0, mert n > 0, ezért a szorzatuk is, igy a
nevez is pozitiv.

Ha egy tort szamlaloja és nevezje is pozitiv, akkor a tort is az, tehat bebizonyitottuk az allitast, a
sejtés igaz, a sorozat szigorilan monoton n.

Korlatossag vizsgalata:
Ha egy sorozat szigortian monoton n, vagy monoton n, akkor els eleme mindig alkalmas als6
korlatnak, k = a,

A fels korlat keresése eltt célszer kiszamitani a sorozat hatarértékét.
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A sorozat szigorian monoton ndvekedve tart 2-hdz. Ezért a 2 (de barmely 2-nél nagyobb szam is)
alkalmas lesz fels korlatnak.

Nézziik meg, hogy valoban igaz-e, hogy minden sorozat elem (ehhez a sorozat altalanos elemével
kell elvégezni a vizsgalatot) kisebb, mint 2.

Vonjunk ki az egyenltlenség mindkét oldalabol kettt, majd hozzuk a bal oldali kifejezést kozos
nevezre:

2n+1

—-2<0
n—+3
2n+1 2 (n+3) <0
n—+3 n—+3

“igyazat, negativ eldjel azarojel
2n+1—-2(n+3) %F : : :
<0 eldtt!
n—+3




2n+1—2n—6
n—+3

<0

-5
n—+3

<0

Igaz egyenltlenséget kaptunk, mert a bal oldali tort szamlaldja negativ (-5), nevezje pozitiv,
mert n > 0, igy a tort is negativ.
Tehat a sorozat egy fels korlatjanak K = 2 valoban megfelel.

Osszefoglalva: sorozatunk szigoriian monoton n és korlatos, alsé korlatja k = a,;=3/4, fels

korlatja K =2, konvergens, hatarértéke is 2.
(Az alabbi abra azt mutatja, hogy a sorozatok korlataikkal egyiitt Excel programban is
szemléltethetk.)
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Most nézziik meg, hogy ugyanennek a feladatnak a megoldasaban, hogyan segitenek a Maple
utasitasok?

> restart
> with(plots) :

2-n+1
> R TS
a(n) n+3
2n+1
= 1.1.1
i a=n n—+3 ( )
> a(l)
3
I 4 (1.1.2)
> a(2)
1 (1.1.3)




] r3 (1.1.4)
_> a(n+1)
2n+3
] e (1.1.5)
> an+1)—a(n)
2n+3 2n+1
i n+4  n+3 (1.1.6)
_> simplify(a(n +1)-a(n))
5
i (n+4) (n+3) (1.1.7)
> solve({a(n+1) —a(n) >0,n>03}, [n]);
| [[0 <n]] (1.1.8)
(> k= a(l)
_3
I k: 4 (1.1.9)
> limit(a(n), n =infinity)
_ 2 (1.1.10)
> K= limit(a(n), n = infinity)
K:=2 (1.1.11)

(> 7= [[n,a(n)]$n=1.10]:

T N TA A A A PRRIR RS P PR RS

19 21
S

> plot([L k,K],n=0..10, style= [ point, line, line], color = [ blue, red, green, symbol
= solidcircle, symbolsize =20, thickness = [4, 2, 2], view=[0..10,0..21]);
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2. feladat

Mit mondhatunk a kdvetkez sorozatrol monotonitas €s korlatossag szempontjabol?

g :4n—6
o 1—2n

Monotonitas vizsgalata:

41—6 -2
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QT2 T 33 > 67
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= =2 - 2%_ 2
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Sejtés:



u 4 _4n+1)—6 4n—6 4n+4—-6 4n—6 _4n—2 4n—-6

ntl"n 1 —2(m+1) 1-2n 1-2n—-2 1-2n -1-2n 1-2n

_(4n=2)-1=2n)=([4n—=6)-(-1=2n)
(-1—=2n)-(1—2n)

(4n—8n"—2+44n) —(-4n—8n"+6+12n) (8n—8n*—2) —(8n—8n*+56)

(-1=2n)-(1—2n) (-1=2n)-(1—2n)
_8n—8n—2—8n+8n"-6) _ -8
(-1 =2n)-(1 —2n) (-1=2n)-(1—2n)

Milyen eljel a kapott tort? Szamlaloja negativ (-8), de vajon a nevez eljele mi lesz? Mindkét
szorzOtényez negativ a nevezben, mert n > 0, azért szorzatuk pozitiv. A tort negativ lesz, mert a
szamlaloja €és a nevezje kiilonboz eljel.

- -8
i TS T o (=2

ezért a sorozat szigorlan monoton csdkken.

Korlatossag vizsgalata:
Minden szigortian monoton csdkken és monoton csokken sorozat els eleme alkalmas lesz
fels korlatnak,

K=a,=6

Az als6 korlat kiszamitésa eltt nézziik meg a hatarértéket:

4
lim 42=6 _ i n__4 _,
A g AT

n

Also korlatnak megfelel lesz a -2, vagy barmely nala kisebb szdm. Az als6 korlatnal minden
sorozatelemnek nagyobbnak kell lennie, ezért a kdvetkez egyenltlenségnek kell teljesiilnie:

%1>—2

dn—=6

_— >-2
1—2n

4n—06
— +2>0
1—2n+

4n—6 2:(1 —2n)
1—2n 1—2n

>0



dn—6+2 —4n
1—2n

>0

Az egyenltlenség igaz, mert a szamlalo és a nevez is negativ, ezért a tort pozitiv.

A sorozat szigoruan monoton csokken, fels korlatja 2, alsé korlatja -2, tehat korlatos a
sorozat, és igy konvergens is, hatarértéke -2.
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Maple-ben ugyanez:

> a(n) = 4-n —6
R g

=> a(l)

=> a(2)

=> a(3)

=> a(n+1)

> an+1) —a(n)

> simplify(a(n +1) —a(n))

PN 4dn—6
’ 1—2n
2
_2
3
_6
5
4pn—2
-1—2n

4n—2  4n—6

-1—2n 1—2n

(1.1.13)

(1.1.14)

(1.1.15)

(1.1.16)

(1.1.17)

(1.1.18)

(1.1.19)



8

4n*—1

> solve({a(n+1) —a(n) >0.n>01, [n]):

> K= a(l)

=> limit(a(n), n = infinity)
(> k= limit(a(n), n = infinity)

> 1= [[n,a(n)]$n=1.10];
[ = [[1,2], [2, _=

26 [o, -3

15

B plot([L k, K], n=0..10, style= [ point, line, line), color = [ blue, red, green], symbol
=solidcircle, symbolsize =20, thickness = [4, 2, 2], view=[0..10, -2..2]);
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n<%,0<n

s S

(1.1.19)
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3. feladat

Mit mondhatunk a kdvetkez sorozatrol monotonitéas €s korlatossag szempontjabol?

n+1
a”:n—S n+5

Kikotést kell tenniink, mert a nevez nem lehet 0.

Miért nem tettiink kikotést az elz feladatokban, hiszen ott is tort tagu sorozataink voltak?

Ha tettunk volna kikotest ez az elso feladatban n # -3, a masodikban n # 0,5 lett volna, de ezek
az n értékek a sorozatoknal sohasem fordulnak el, mert az n csak pozitiv, egész szam lehet.

Monotonitas vizsgalata:

_1+1_ 2
a =75 4 0,5
L2413
2T 25 T 3
341 4
2Tl _ % _ 5
B35 T
BT B I
4”45 -1

as nincs értelmezve

6+1
a6=m=7
741 8
=—=—=4
T 75 T2

Mit mondhatunk ennek a sorozatnak a monotonitasarol, elszor csokken, majd felugrik egy
nagyot, és ujra csokkenni kezd. Ha valaki csak az els harom tagot szamolja ki az a sejtése
tamadhat, hogy ez a sorozat szigorian monoton csdkken. Nézziik meg, hogy a szokasos

szamolasbol kideriil-e a sorozat ,,renitens viselkedese”, s ha igen hogyan tudjuk €szrevenni.

(n+1)4+1 n+1 n+2 n+l _(n+2)-(n—35)-(n+1)-(n—4)

a —a_ = - =

ntl T (n41) =5 n—5 n—4 n-—5 (n—4)-(n—5)
_(BP=5n+2n—10)-(n*—4n+n—4) _
(n—4)-(n—=15)
_(*=3n—10)-("*—3n—4) _ A" —3n—10-n"+3n+4 _ -6
(n—4)-(n—95) (n—4)-(n—35) (n—4)-(n—295)

Vizsgaljuk meg a kapott tort eljelét, a szamlalo mindig negativ, tehat a tort eljelét a nevez
fogja meghatarozni.
Ha n <4 mindkét tényez negativ, a nevez pozitiv, a tort negativ, tehat 4-nél kisebb n-ekre a



sorozat szigoruan monoton csdkken. Ha n > 5, akkor mindkét tényez pozitiv, szorzatuk pozitiv, a
tort negativ, ekkor is szigorian monoton csokken a sorozat. A fenti tortbl a sorozat 4 és 5 kdzotti
viselkedésére nem kapunk valaszt, ki kell szamitanunk a megfelel sorozatelemeket (amelyiket
lehet).

Mondhatjuk azt, hogy a sorozat szigortan monoton csokken, ha n > 5, dltaldban is elmondhatjuk,
hogy a sorozat viselkedese ,,nagy” n-ckre erdekel benniinket, a sorozat elejeén nehany ,,nem jol
viselkedo taggal” nem kell t6rodniink.

Korlatossag vizsgalata:

Hasonloan az elzekhez gyakorlasként meg lehet hatarozni a hatarértéket, a fels korlat K =7,
az als6 korlat k = -5 lesz.

Osszefoglalva a sorozat szigoriian monoton csokken, ha n > 5, fels korlatja K =7, az alsé
korlatja k = -5, tehat korlatos, ezért konvergens is, hatarértéke 1.
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A feladat megoldasa Maple utasitasok segitségével:

> a(n) == %

a=n— 111 (1.1.25)
i n—>5
> a(l)

L (1.1.26)

] : 1.
> 4(2)
i -1 (1.1.27)
> a(3)
I ) (1.1.28)
> a(4)
i -5 (1.1.29)
> a(6)

7 (1.1.30)



>an+1)—a(n)

11);

> simplify(a(n +1) —a(n))

> limit(a(n), n = infinity)

> []:=[[na(n)]$n=1.4];
1= Hl, -—

(> 12:= [[n,a(n)]$n=6.20];
2= [[6, 71 [7.41, 8. 3], [

5 8
= L[5 — |, |16
s 5|

> plot([11, 12, k, K], n=0..20, style= [ point, point, line, line], color = [ blue, blue, red,
green], symbol = solidcircle, symbolsize =20, thickness = [4, 4, 2, 2], view=[0..20, -5

(n—4) (n—95)

> solve({a(n+1) —a(n) >0,n>0}, [n]);

[[n <5,4 <nl]]

f—

1
2

}, [10, i], [11,2],[

3}

5

19
18, —
13

}, 12, 11, [3, -21, [4, —5]]

|

(1.1.31)

(1.1.32)

(1.1.33)

(1.1.34)

(1.1.35)
(1.1.36)
(1.1.37)

(1.1.38)

(1.1.39)

(1.1.40)
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4. feladat

Mit mondhatunk a kdvetkez sorozatrol monotonitas és korlatossag szempontjabol?

an=—2n+5

Monotonitas vizsgalata:

a,=-2-1+5=3
a,=-22+5=1
a;=-2-3 +5=-1

Sejtés: a sorozat szigorian monoton csékken.
Bizonyités:
a,,1—a,=(-2(n+1)+5)=(-2n+5)=-2n—-2+5+2n—-5=-2<0

Tehat a sorozat valoban szigorian monoton csdkken.



Korlatossag vizsgalata:
Mivel a sorozat szigoruan monoton csokken a sorozat els eleme alkalmas lesz fels korlatnak,

K=a1=3

A sorozat alulr6l nem korlatos.

Bizonyités indirekt:

Tegyiik fel, hogy van egy m szdm, ami alkalmas also korlatnak, vagyis a sorozatnak nincs m-nél
kisebb eleme. Ezt képletben a kdvetkezképpen irhatjuk fel:

a_ > mmindenn € N esetén

2n+5=2m
“igyazat! Megativ szammal wald
dn>m—5 osztas, az egyenldtlensegiranya
megfordul!
m 5
n<-—+-—
2 2

A kapott végeredmény nyilvanvalo lehetetlenség, hiszen n barmilyen nagy pozitiv természetes
szam lehet. Az ellentmondast csak gy oldhatjuk fel, hogy eredeti allitasunk hamis volt, vagyis a
sorozatnak nincs als6 korlatja.

Osszefoglalva a sorozat szigorian monoton csokken, feliilr] korlatos, fels korlatja K = a, =3,
alulrol nem korlatos.
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Maple-ben:
> a(n)=-2n+5
a=n—>-2n+5 (1.1.41)

> a(l)
3 (1.1.42)



i 1
> a(3)
i -1
> an+1) —a(n)
i -2
> limit(a(n), n = infinity)
=> solve({ a(n) —m >0}, [n]);

o5
i -2
> K:=ua(l)

K:==3

> [:=[[na(n)]$n=1.10];

)
l =[[1,3],[2,11,[3,-11,[4, -3, 1[5, -51,[6,-7],[7,-9],[8, -11],[9, -

[10, -15]]

B plot([1, K], n=0 .10, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,

10

symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=[0..10, -16..4])
&
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(1.1.43)
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V Két (egyvaltozos) polinom hanyadosanak hatarértéke
Az a = 1/n sorozat hatarértékére visszavezethet feladatok

* A polinomok hatarerteke mindig +oo , ha n — oo , tehat ha ket polinom hanyadosanak
hatarerteket szeretnenk kiszamitani, az mindig egy + oo/ + oo tipusu kritikus hatarertek. Ezert
ki kell taldlni valami olyan mddszert, amivel azonos atalakitasok segitségével addig formaljuk
a kifejezéseket, amig a hatarérték mar nem lesz kritikus.

* Mi a polinom? Egy valtozo, jelen esetben ,,n” hatvanyai szamokkal szorozva €s 0sszeadva,
csokken hatvanyok szerint rendezve. Pl.:

4n3+5n2—2n+11,
ez n valtoz6 harmadfoku egyvaltozos polinomja.

* A definici6 szerint 6sszeadasnak kell szerepelni a hatvanyok kozott, a fenti példaban azonban
van egy kivonds is. Okoz-e ez problémat? Nem, mert a polinom

An’+50"+ (-2)-n+11
formaba is irhato.
» Az ,.n” hatvanyok elotti szam-szorzokat egyutthatoknak szoktuk nevezni.

* A legnagyobb kitevj hatvany eltti egyiitthato a fegyiitthato.



Miveletek és konvergens sorozatok

Ha lima, =a és limb, = b, akkor

H—oo H—D

1. lim(a, +b)=a+h

2 o lhme-n . —c-g
H—oo

3. ]mu",'ﬂr 'bq =a-b

1. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez hatarértéket:

lim 27 =1
n—w 3 45y

Lathatjuk, hogy a szamlaloban és a nevezben is elsfoka polinom van (n =n'). A szamlalot és a
nevezot is elosztjuk tagonkent ,,n”-nel. Megtehetjlik-e ezt anélkiil, hogy megvaltozna a tort
értéke? Ez azonos atalakitas, nevezetesen tort egyszersités, hasonléan

atalakitashoz, (ahol a tortet 3-mal egyszersitettiik) tehat a tort értéke nem valtozik.



2n 1 1
= - __ — 2 P,
lim 22— L gy A iy "
n 3+5n 7 3 L n 3 e
n n n
Tudjuk, hogy nlil)nool =0, vagy masképp 1, 0,han — oo,
n n

Ezutén a sziirke keretben lev mveleti azonossagokat alkalmazzuk:

lim = = lim 3+ =3-0=0

— 0 — 0
n n " n

A 2. azonossagot hasznaltuk fel:

c=3, a,=—, a=0 2mc-a,=c-a

a,=2 (konstans 2 sorozat: 2,2,2,...), b, = %

a=2,b=0,2-0=2

A nevez hatarértékére szintén az 1. azonossag alkalmazhat6 (6sszeadds), a nevez hatarértéke:

3
an=; ,b,=5
a=0,b=5,0+5=5 1-]_.12‘.!__[-5‘!_.23_.:I=-5‘!:3

A tort hatarértékéhez mar csak a 4. azonossagot kell felhasznalni, és adodik, hogy ha a szamlalo

hatarértéke 2, a nevezé pedig 5, akkor a tort hatarértéke 5 lesz.

.4, a
4 lim —_—=—
. ==ha. b

Tehat:



n—1 . 2T 2o 2

m = =
nSe 345y 3.%“ 3045 5

Maple-ben a limit utasitas azonnal megadja a sorozat hatarértékét.

o ‘n— o
> = _ =
h lln’llt( 3145 , N mﬁmly)
2
= 1.2.1
i hi= a.2.)
. 2-n—1 _
s 1= [[n 221 0= 1.00],

5 7 9 1 13 15
ST } [4’ 23 } [5’ 28 ] [6’ 3 } [7’ 38 } [8’ 3 } [9’ (1.2.2)

17 19
sl

> plot([1, h],n=0..10, style= [ point, line), color = [ blue, red), symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=1[0..10,0..0.5])
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2. feladat

Szamitsuk ki a kdovetkez hatarértéket:

A szamlalo ¢€s a nevez fokszama megegyezik, mindkett masodfokt polinom. A legnagyobb

kitevj hatvany az n? ezzel osztjuk el a szamlalot és a nevezt is.
A kovetkez adodik:

2
2n n 5
> T2 T
. n n n
My 2
n n
2t Tt
n n n

SR
lim n__n
n—o00
PR
n n
lim = = lim 5 -+ =5.0-0=0
n—>wn2 n— 0 n n

a sziirke tablazat 2. és 3. azonossagat alkalmaztuk. | 2. lm c-a, =c-a

Altalanosan is elmondhatjuk, hogy a Lk (a szamlaloban ¢ egy allandé szam, a nevezben n
n

pozitiv, egész kitevj hatvanya az nk) tipusu hatarérték mindig 0.
Az elz feladatban megnéztiik, hogy
lim 3 0

n—>oon

¢€s ugyanigy igazolhat6 az is, hogy
.4

lim — =0

n—w p,

Ezutan az 1. és 4. azonossag alkalmazésaval adodik, hogy a hatarérték



-

. 4-].1'.111;=i
1l lim(a =8 J=a=h =g b
'._:"= b b
T
fim —— 2
n=c 4 2 1
14+ — +—2
n n

A szemléltetést a Maple segitségével végezziik el. Az 4brara pillantva, észrevehetjiik, hogy a
sorozat csak a 2. elemtl kezdden szigortian monoton ndvekv és azt is, hogy ennek a
sorozatnak a konvergenciaja sokkal ,,lassuibb” az elozonel. Ott mar a 10. elem 0,05-n€l kevesebbel
tér el a hatarértéktl, itt még a 20. elem eltérése is csaknem 10-szer annyi (0,5).

2— .
> h = Zimit( 2’21 3 n+5,n=inﬁnily]
n+4-n+2
i h=2 (1.2.3)
i 2
> 1= ||n, 22 3”+Sl$n=1..2ol;
n+4-n+2
Ay L[5 1474 257 (s 40 [ 590 [, 82 [¢ 109

l' [[17 7 :|) 2) 2 :|7 |:37 23 :|9 |:49 34 :|a |:5a 47 ]7 |:67 62 :|7 [77 79 :|) |:8) 98 :|7 |:97 (1'2'4)

20 175 214 257 304 355 10

17 }’ [10’ 142 }’ [11’ 167 }’ [12’ 194 ]’ [13’ 223 }’ [14’ 254 }’ [15’ 7 }’

67 532 599 670 745
16, 46 }’ [17’ 359 }’ [18’ 398 }’ 15, 439 ]’ [20’ 482 H

> plot([[, h],n=0..20, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=1[0..20,0..2])
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3. feladat

A kovetkezben egy olyan tort hatarértékét szamitsuk ki, ahol a szamlalé fokszama nagyobb a
nevez fokszdmanal:

3 1_'_2_2'%
. n+2n—3 _ . n.__n _
lim ————— = lim =4
n_m3n2+n+1 mee 3 1 b
+ 2-|- 3
n
n n

Magyarazat: A legnagyobb hatvany n3, tehat ezzel osztjuk el a szamlalot és a nevezt is.
Felhasznalva az ismert azonossagokat azt kapjuk, hogy a szamlalé 1-hez, a nevez 0-hoz tart. A
,,nem kritikus hatarertekek™ kozott felsoroltuk a szam/0 tipusu hatarerteket, ami vegtelen. Azt,
hogy +, vagy — végtelent kapunk-e a szamlaloban €s a nevezoben is a legnagyobb kitevoju tagok
eljele hatarozza meg. Ez a szdmlaloban az n3, a nevezben a 3n2, mivel mindkett pozitiv szam,
az eredmeny +oo lesz.



3 —
> h = limit(n—zz—n3,n=inﬁnily
3-n"+n+1
I A 1.2.5)
I 3 )
> 1= n,”tz—“3l$n=1..zol;
3-n"+n+1
v oDy 31 0s 300 [0 697 [ 447 [ 457 [, 3541 [ 175
I [[1,01, [2, : ] [3, = ] [4, = ] [5, = ] [6, = ] [7, = H8 = ] [9, (1.2.6)
744 1017 18 1749 2220 923
vy 10 S s b2 s s S e or Hs
3402 825 1648 5865 6894 2679
691 Hm, 157 H”’ 205 } 18 501 H19, 1103 } [20’ 407

=> plot([1],n =0 .20, style= [ point], color = [ blue], symbol = solidcircle, symbolsize = 20,
thickness=[4], view=[0..20,0..7])
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0 5 10 15 20

Zl. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez hatarértéket, a szdmlalé fokszama most legyen kisebb a nevez
fokszamanal:



8,3
. 8n+3 _ n n 0
h—r>noo 2 n — ___0
g Sn"=2n+7 5_2 _|_l S
n 2
n
> hi= Zimit( €2§'n+3 ,n=inﬁnily)
5-n"—=2-n+7
i h:=0 1.2.7)
> 1= Hn St }$n=1..20};
5-n"—=2n+7
11 19 27 35 43 51 59
S A R A R ARl K e L
67 75 83 91 99 107 115
311 } [9 394} [10 487} [11 590] [12 703} [13 826} [14 959}
123 131 139 147 155 163
5, 1102 }’ [16 1255} [17 1418} 18, 1591 ]’ [19 1774] [20 1967 H

> plot([1, h],n=0.20, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness=[4, 4], view=1[0.20,0..1])
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Osszefoglalas:

Két polinom hanyadosa altalaban:

al,xE o al,_lxl"1 e 1 azx2 +ax+a,
bx*+b x4+  +5x +bx+b,

Ha 1 = k, vagyis a szamlalo és a nevezd fokszama megegyezik, akkor a hatarérték &,
k
nevezetesen a két foegytitthaté (a legnagyobb kitevéjii hatvany szam szorzoja) hanyadosa.
Ha |l > k, vagyis a szamlalé fokszama nagyobb a nevezé fokszamanal, akkor a hatarérték
w, az eldjelet @ és b, eldjelei hatarozzak meg, ha azonosak az eldjelek (mindkettd pozitiv,
vagy mindkettd negativ), a hatarérték + oo, ha a két féegyiitthatd eldjele kiilonbozo, akkor a
hatarérték —oo.
Hal < k, vagyis a szamlalé fokszama kisebb a nevezd fokszamanal, akkor a hatarérték 0.

5. feladat

Mit tegyiink, ha gyok is szerepel a feladatban?

Elszor azt az esetet vizsgaljuk, amikor csak a nevezben, vagy csak a szdmlaloban van gyok. n >

1 kikotést azért kell megtenniink, hogy a nevezben ne legyen a gyok alatt negativ szam.

m
n — oo 5 n — oo 5 1

2n=+ (2n)> = 4n°, mert2n> 0

Magyarazat: A szamlaloban lev kifejezést bevissziik a gyok ala. Gyok ala tgy visziink be egy
(nem negativ) kifejezést, hogy négyzetre emeljiik. (Altalaban, ha n. gyok alé vissziik be, akkor n.

hatvanyra emeljiik.)

> h = limit[ L, n= inﬁm’ty]

n2—2
i h=2
>1=H, 2n $=2.10];
n—2
Z:Z[[Q,Qﬁ],[.’a,gﬁ},[,j\/l },[5,;2\/23},[6,167\/34},[7,
14 8 18 10
Rkl ,[8, V@ } [9, o VT | {10, 5 \/98H

> plot([1l, h],n=0.10, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 4], view=1[0..10,0..3])

(1.2.9)

(1.2.10)



_6. feladat

L
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Ha a szamlal6 és a nevez is azonos kitevj gyok alatt van. Ekkor k6zds gyok ala vissziik és a
gyok alatt a két polinom hanyadosara vonatkoz6 szabaly szerint jarunk el.

\/Sn —2n / Sn —2n /
n_)w34n +3n 4n’+3n

Felhasznalt azonossag:

> h = Zimit[ . . n = infinity

1 .1/3 2/3
h=—5"4
4

(1.2.11)



> evalf(h,5)

1.0772 (1.2.12)
>1—H NETEY $n=1.10;
4- n +3 ‘n
3173 2/3} [2 212 1673 222/3} [3’ % 39173 452/3], [4, % 79113 762/3}, (1.2.13)
(5,11, [6, % 168! 1622/3}, [7, ﬁ 231”32172/3}, [8, ﬁ 30473 2802/3},
9, % 38773 3512/3}, [10, ﬁ 480! 430””

B plot([1, h],n=0..10, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 4], view=1[0..10,0..1.2])
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_7. feladat

Ha a szamlalo és a nevez gydkének fokszama kiilonboz,
Azért, hogy a feladat nevezje ne legyen 0 az n > 1 kikd6tést kell tenniink.



3 3
\/ (n3+5n) _1 \/n +150" +7510° +1251° _

R T,

yn 150 +750° +1251°
n4—2n3+n2

lim

n —

:+OO

A felhasznalt azonossagok:

k
a="d" V7 ”J_ = la+b)=d +3ab+3ab’ +b7

\/_
(a +b) —a> +2ab + b

Azt is mondhatjuk, hogy a szamlalé fokszama (a legnagyobb kitevj hatvanyanak fokszama)
3/2, harmadik hatvadny a masodik gyok alatt, a nevez fokszdma (a legnagyobb kitev;]
hatvanyanak fokszama) 2/3 , masodik hatvany a harmadik gyok alatt. Mivel a szamlalo fokszama
nagyobb, mint a nevezoé, a hataréertek oo

[ 3
> h= limit[ﬁﬁ, n = infinity
n* —n
i h:= o (1.2.14)
[ 3
> L= ||n, YN g, o 10

3
vV nz—n
- Hz,%\/ 18 2273, [3,%\/ 42 62/3}, [4, % J 84 122/3}, [5, %x/ 150 202/3}, (1.2.15)

[6, %J 346 302/3}, [7, 5\/ 378 422/3H 516 /352 562/3} [9,
% 774 722/3}, [10, 9—10 J1050 90””

> plot([1],n=0..10, style= [ point], color = [ blue), symbol = solidcircle, symbolsize =20,
thickness=[4], view=1[0..10,0..8])




VA Jimq"=0, |q|<l hatirérték felhasznilisival megoldhaté feladatok

A feladatok megoldasa soran gyakran felhasznaljuk a kdzépiskolaban tanult hatvanyozas
azonossagokat.
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1. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez hatarértéket:

3n +2
A

+1

Ebben a feladatban egy olyan tortet vizsgalunk, amelynek a nevezje egytagu (nincs a tort
nevezjében Osszeadas, kivonas)

Az azonossagokat ebben a leckeben kicsit szokatlan modon ,,visszafele” alkalmazzuk.
Mindenki eltt ismert, hogy két azonos nevezj tortet igy adunk Ossze:

342 5

=, vagy betkkel: _ate

2:

3 a c
7+7 7 b+b b

,Forditva” alkalmazva ez azt jelenti, hogy ha egy tort szamlalojaban Gsszeg van, akkor ket azonos
nevezj tort 0sszegévé bonthato.

n+2
, feladatunkban: 3 n+ 1 = + 1

3 3" 3"

a—+c

_|_

a
b b

SIS

Most nézziik az dsszeg két tagjat kiilon, hogyan alakithatok tovabb. Az els tag szamlaldjaban az
1. hatvanyozas azonossagot alkalmazzuk, ezt is ,,forditva” jobbrol balra olvassuk most: Osszeget
latunk a kitevben és azt azonos alapl hatvanyok szorzatava alakitjuk.

an—l—m:an'am 311 +2:3n_32



3f’l+2 3}1.32

3" 3"

Ezutan 3" -nel egyszersitiink és megkapjuk az 6sszeg els tagjat, ami 9.
A masodik tag atalakitasa: Tudjuk, hogy 1 minden hatvanya 1, vagyis 1" =1 barmely n-re.
Igy

Az utobbi egyenloseg a hatvanyozas 5. azonossagat hasznalta fel (jobbrol balra —,,visszafele”)
Foglaljuk 6ssze az atalakitasokat és szdmoljuk ki a hatarértéket:

n+2 n+2 n A2 n n
Jim, S i (S g (S =m0+ ()]0
3 3 3 3 3

A hatarérték kiszamitasanal azt hasznaltuk fel, hogy

1 n
nlgnw(?) -0,

mert az alap abszolut értéke kisebb egynél, azaz szamokkal és jelekkel:

1
—l <1
5
B n+2
> h= Zimit(33—n+l, n =inﬁnity)
i h:=9 (1.3.1)
n+2
> 1= Hn gl&q:l..ml;
3}’[
- 28 82 244 730 2188 6562 19684
[ o 2 o T s 2 fo 2 23 o
2 59050} [ 177148} [ 531442}
> 6561 || 19683 | > 59049

> plot([l, h],n=0.10, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness=[4, 2], view=1[0..10, 8.5..9.5])
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Az abran nyomon kovethet a "villamgyors" konvergencia.

2. feladat

Most egy olyan hatarértéket szamitsunk ki, ahol a nevez tobbtagu és a hatvanyalapok is
kiilonbozk:

. 3.0 14 4.3 12
nllpoo n n—+1
3" 5.2

Elszor alkalmazzuk az 1. és 2. hatvanyozas azonossagot:

2n n ~2

_ 3-— +4-3"-3 . )
32" g3t 2 a®-a"=a""
Iim = lim

n-—o0 3n_5.2n+1 n-—oo 3n_5.2n.2




Probaljuk a tagokat kiilon alakitani. A szamlalo 1. tagja
2" 3

3o —==-2
2 2

Mit hasznaltunk itt fel? Az egész szamok tortekkel vald szorzasanak szabalyat.

Altaldnosan ezt igy is irhatjuk:

a szamlalot az egész szdmmal megszorozzuk, a nevez valtozatlan marad.
A szamlalo 2. tagja:
4-3".3%=4.3%.3"=4.9.3"=36-3

Mit hasznaltunk fel? A szorzas tényezi tetszes szerint felcserélhetk. Idegen szoval a szorzas
kommutativ:

a-b=b-a,

természetesen nemcsak két, hanem tobb tényezre is igaz, hogy a tényezk tetsz¢s szerinti
sorrendbe irhatok. Mi a feladatban 3 tényezre alkalmaztuk a kommutativitast.

Hasonloan alakithat6 a nevez 2. tagja is.
5:2"2=5-2:2"=10-2"

(Gyakori hiba, hogy az eredmény 20". Ez miért nem j6? Az n. hatviny csak a 2 alapra vonatkozik
a 10-re nem.

10-2" 20" 10"-2"=(10-2)"=20"
Hol tartunk most a fenti atalakitasok utan?

2" n A2 n n

_ 3-— +4-3"-3 —-2"+36-3

32" pgntr 2 o i
h_moo +1 - nhl>noo n n N l’lhl’nOo n n
" 3" —5.2" 3" —-5.2"-2 3" —10-2




A hatvanyalapok koziil (2, 3) valasszuk ki a nagyobb abszolut értékt, ez (3) és annak n.
hatvanyaval (3") osszuk el tagonként a szdmlalot és a nevezt is:

n n
3.2 3
S 3"
nlll)rloo n n
Az 5. hatvanyozas azonossag ¢és a lehetséges egyszersitések utan a kovetkez adodik:
3 (21" e
lim 2'(3) T 36y (ay_&
n—x 1_10‘(2)’1 l L-EJJ_,: E;":
3
A hatarérték kiszamitasanal azt hasznaltuk fel, hogy
2 n
Jim.(3) =
mert az alap
2
-l <1
E
B n—1 n—+2
> h= limit( 3:2 +4 il ,n=inﬁnily)
3" —5.2"
i h:=36 (1.3.3)
[ n—1 n+2
> 1= Hn 22 443 $n=1..20];
3752
- 111 330 984 2940 ~ 8796 26340
S I e o o o e AL W
[ 78924 } [8 236580} [9 709356} [10 2127300] [11 6380364] [12
907 > 4001 |77 14563 || 7 48809 || 7 156667 [ |
19138020} [13 57407916} [14 172211460} [15 516609804] [16
490481 © 1512403 [ |7 4619129 || 77 14021227 |
1549780260} [ 4649242476} [18 13947530820} [19 173619084] [20
42391361 T 127829443 || 7 384799049 || 7 4800907 [ |7
125525811300 H
3476298641

B plot([1, h],n=0.20, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=[0..20, -120..300])
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Szép példat latunk egy nem monoton sorozatra.

3. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez hatarértéket, az ijdonsag ebben a feladatban az elzekhez képest, hogy
az egyik kitevben szorzat van.

i 22n_3'3n+1
n11>n°0 n—1 n
2" 54" 47

Ez a szamlal6 1. tagja a 2°". Hogyan alakitjuk 4t?

Az atalakitashoz a 3. hatvanyozas azonossagot hasznaltuk fel.



@f =a"

1.megjegyzés: ha a kitevben a 2 és az n kozott nincs mveleti jel, ez mindig szorzast jelent,
2n=2n
2.megjegyzés:

2
22;1: (211)

és

is helyes atalakitas, de most a 2. szdmunkra a célravezet.

A tovabbi atalakitdsok az 1. és 2. hatvadnyozas azonossag szerint az elz feladatoknal ismertetett
modon végezhetk el.

. 22n 3.3+ 1 . 4"-3.3".3! . 4" —9.3"
nh—r>noo n—1 n - nhlpoo n - nh—r>noo 1
2 —54"+7 %T_54p+7 Ehf_54ﬁ+7

Kivalasztjuk a legnagyobb abszolut érték hatvanyalapot, ez most 4, 4" -nel osztjuk el a szamlalo
¢s a nevez minden tagjat. A nevez harmadik tagjat igy alakitjuk at:

n n
A S :7.(L)
4n 4n 4n 4

Az osztasok, az 5. hatvanyozas azonossag ¢s a fenti atalakitas alkalmazéasa utan kapjuk:

3 n
lim - (4) -1
n—w n n -5 5
L.(&) _5+7.(L)
2 4 4

=-0,2

A hatarérték kiszamitasanal azt hasznaltuk fel, hogy

Y 2N Y (1Y
i, () =0 pim (5 ) = (5 ) =0 g ) =0

mert mindharom alap abszolut értéke egynél kisebb szam.

2n 4 qnt1
> h = limit( 2_1 33 ,n=inﬁnily)
2" —54" 47




hi=-— (1.3.5)

2n _ 4 qant1
>1=Hm 2_1 3-3
2" —54"+7

,_ 23 65 179 43 1163 2465 3299
& Hl’ 12 }’ [2’ 71 }’ [3’ 309 }’ [4’ 115 }’ [5’ 5097 ]’ [6’ 20441 }’ [7’ 81849 }’ (1.3.6)

$n=1 ..20];

[ 6487 } [ 84997 } [ 517135 } [ 2599981 } [ 5
* 327545 || 1310457 | 5242361 | 20970489 |7
11994247 52759957 20489885 944601661
83884025 H * 335540217 H * 122015371 H * 5368692729 }
[1 o _ 3907546807 } [ i 16017607717} [ 65232692335 } [19
* 21474803705 |7 85899280377 ['| 0 343597252601 [
| 264417553741 _ 1068130568167
1374389272569 H * 5497557614585 H

> plot([1, h],n=0..20, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=1[0..20, -0.5..2])
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4. feladat



Eddig nem hasznaltuk még a 4. hatvanyozas azonossagot és nem vizsgaltunk negativ alapot sem.
Nézziink most egy olyan feladatot, ami ezeket is tartalmazza.

(_3)n+3_2n_5n [._II-EJ_.[::ZH::-E?::
10" —5-7"

n— o

A szamlal6 2. tagjaban alkalmazzuk a 4. hatvanyozas azonossagot:

2"5"=(2-5)"=10"

(-3)"+3-2%5" . (=3)"+3-10"
10" —5-7" 10" —-5-7"

Iim

n— o0

A legnagyobb abszolut érték hatvanyalap most a 10, ezzel osztjuk a tort szdmlalojat és
nevezjét, természetesen most is felhaszndljuk az 5. hatvanyozas azonossagot.

3 n
. ( 10) 3 3
A, PEY
1_5.(1)
10

A hatarérték kiszamitasanal azt hasznaltuk fel, hogy

. 3\ . 7\
fim (-5 ) =0 g (55 ) o

mert mindkét alap abszolut értéke egynél kisebb szam.

=3

n n n
> h= limit(( 3) +3:2:5 ,n=inﬁnily)
10" —5-7"
i h:=3 1.3.7)
n n n
> 1= ||n, L3323 l$n=1..1ol;
10" —5-7
27 309 2973 30081 299757
l=111L,-——Ll2 -3 -4 - 5 6 1.3.
15 b s b5 e s s e e aaw
3000729} [7 29997813 } [ 15789819} [9 2999980317] [10
411755 || 7 5882285 ||~ 3746105 | |7 798231965 ||
30000059049 H
8587623755

> plot([l, h],n=0.10, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=1[0..10, -16..20])
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_5. feladat

Viltoztassuk meg a feladatot ugy, hogy a legnagyobb abszolut érték alap csak a nevezben
szerepeljen, a szamlaldba 10 helyett irjunk egy kisebb szamot, példaul 5-6t.

3 n
-— ] +3
. (=3)"+32"5" L (=3)"+3-10" . ( 10) + L3
lim, = im, = iim, =y T
n Sn_5_7n n 5}1_5.711 n ( 5 )n_s.( 7 jn O
10 10

A hatarérték szamitasnal azt kaptuk, hogy a tort szamlaloja 3-hoz, nevezje 0-hoz tart. Ezt a
matematikailag ,,csunya” felirast idézojelbe tettem a 0-val valo osztas miatt, de a hatarertek
szamitas elméletebol tudjuk, hogy ez nem tun. , kritikus hatarérték”, hanem tudjuk, hogy a sorozat
a co-be tart. Hogyan tudjuk eldonteni, hogy +, vagy — végtelen lesz-e a hatarertek? A
szamlaloban és a nevezben is el kell donteni, hogy melyik tag a legnagyobb. Ez a szamlaloban és
anevezben is a 2. tag. Ezek egyikének eljele pozitiv, (szamlaldban a 3), a masiké negativ (a
nevezo 2. tagja), igy hanyadosuk negativ lesz, ezert a hatarertek -oo.



_ n . IZ_ n
> hoi= limit( (£3) " +3-2°5 ,n=inﬁni1y)
5"—5.7"
L h:=-o (1.3.9)
_ n . I’l. n
> [i=||n {23 $325 l$n=1..1ol;
5"—5.7"
N _309 991 _ 30081 99919
t={ g F 1220 b3 50 14 k0 F1S e F 16 (13.10)
_ 3000729 } [ 9999271 } [ _ 300006561 } [ ~ 999993439 } [10
572620 || 1346530 |7 28433380 || 66604970 ||
_ 30000059049 H
1402610620

B plot([1],n =0 .10, style= [ point], color = [ blue], symbol = solidcircle, symbolsize = 20,
thickness=[4], view=1[0..10, -25..0])
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Ha a 20. tagot kiszamoljuk az mar -752,132, a sorozat gyorsan "vagtat" a -co fele.

V Néhany '"oo-0" tipusu kritikus hatarérték kiszamitasa



1. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez hatarértéket:

nlil)nw(\/n-i-3 —\/n—l)

Han — o, akkorn +3 — w0 ésy n +3 — o, hasonléany n —1 — o, tehat valoban a felirt
kifejezés hatarértéke "oo - 00" tipust kritikus hatarérték.

Ha egy kifejezést 1-gyel szorzunk, az értéke nem valtozik.

Minden olyan tort értéke 1, amelynek a szamlalgja és nevezje megegyezik

Emlékezziink az

(a—b)-(a+b)=d —b*
azonossagra is.

Szorozzuk meg a kifejezést 1-gyel, amit

Jn+3 +Jyn—1
Jn+3 +yn—1

formaban irunk fel.

).\/n—|-3 +Vn—1

lim (V7 +3 -yn—1
" yn+3 +yn—1

Tortet egész szammal ugy szorzunk, hogy az egész szamot a tort szamlalojaval 6sszeszorozzuk, a
nevezt valtozatlanul leirjuk, ugyanigy jarunk el tetszleges egész és tortkifejezésekkel is.

b _ab

C C

a

lim (\/n+3—\/n—1)-(\/n+3 +\/n—1) ~ lim (\/n+3)2—(\/n—1)2 _

yn+3 +yn—1 T In¥3 +Vn—1
(n+3)-(n—1)

Jn+3 +yn—1

n—

n —

Felhasznaltuk az atalakitas soran a
(a—b)-(a+b)=d —b*
azonossagot, a

Wa)=a

Osszefliggést, ami minden



a > 0 esetére igaz.

A kovetkez 1épésnél vigyazzunk a zardjelfelbontéasra kiillondsen, ha a zarojel eltt negativ eljel
all!
A folytatas:

n+3—n+1 . 4

= lim =0
Jn+3 +Vn—1 """ yn+3 +yn—-1

n— o

Mieért lett 0 a hatarertek? A szamlalo 4, a nevezo hatarerteke +oo, a ,,nem kritikus hatarertekek

kozott felsoroltuk, hogy a " +c

o | tipusu hatarértekek mindig 0-t adnak, ahol c tetszleges valos

szam.

> h= Zimit(\/n +3-Jyn—1 ,n=inﬁnily)

i hi=0 (1.4.1)

> 1= [[n,va+3-yn—1]$n=1.10];

r=[[uva ] [2,v5 =1L (3,76 —V2 L [4.V7 =31 [5V8 —V4 ] [6,V9 142
~J5 L [7.y10 =V6 | [8, V1T =7 ] [9,y12 =& ], [10,y13 =9 ]]

> plot([l, h],n=0.10, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness=[4, 4], view=1[0..10,0..2])
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Lassan konvergal a sorozat a 0-hoz, még 20. tagnal is legalabb 0,4 az eltérés a hatarértéktl.

2. feladat

Nem mindig lesz a szadmlaloban allandé szam az atalakitas utan. Nézziink erre is egy példat:

lian(\/"z"‘”‘\/nz—")zl@w<\/n2+n-\/n2—n).\/”2+” +V ' —n
” 5 ' 5 \/nz-l-n +\/n2—n
<\/ n2+n> —(x/nz—n> ~ lim (2 +n) — (n*=n) _

\/n2+n -l-\/nz—n n_m\/n2+n +\/n2—n

n2+n—n2+n . 2n

im
n —
\/n2+n +\/n2—n \/nz-i-n +\/n2—n
Eddig a szokasos atalakitasokat veégeztilk el. A hatarérteket "oo-00" tipusu kritikus hatarertékbol "
[o.9]

n —

n— o

— " tipusy, szintén kritikus hatareértekkeé alakitottuk.

Most osszuk el a szamlalot és a nevezt is n -tel. A gydk ala n-et négyzetre emelve n® forméban



vigyiik be.

2n = lim 2 = 2 =1

lim
n

n

> ho= limit(\/ n+n —\/ n—n ,n=inﬁnily)

h=1 (1.4.3)
> l==Hn,\/nz—i-n—\/nz—n]$n=1..10];
r=[LV2 ] [2.ve vz 312 —ve | [4v20 —VT127] [5.V30 —V20 |, (1.4.4)
6,V 42 —\30 ], [7.V56 —V42 | [8,V72 =56 ], [9,v90 —v72 ] [10

> plot([[, h],n=0.10, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness=[4, 4], view=1[0..10,0.9..1.5])
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Nagyon gyorsan konvergal a sorozat 1-hez, mar a 3. tagnal az abran szinte alig lathato az 1-tl
valo eltérés.



3. feladat

Nézziink még egy az elzhoz hasonld példat:

2
Jim (V522 =1 —2n) = Jim (V52— 1 —2n) Y22 2L F20
J5nP—1 +2n
2
<\/5”2_1) _(Zn)2=lim Snt—1—4n i n’ —1

lim m
n — 0 n — 0 n— o
5n2—1+2n \/5n2—1+2n \/5n2—1+2n

Eddig a szokasos atalakitasokat vegeztik el. A hatarerteket "oo-00" tipusu kritikus hatarertekbol "
(9]

— " tipust, szintén kritikus hatarertékké alakitottuk.

Most osszuk el a szamlalot és a nevezt is n’ -tel. A gydk ala n’-et négyzetre emelve (n?)> = n’
formaban vigyiik be.

A szamlalo 1-hez a nevez 0-hoz tart, az idézjelbe tett osztdsnak a szdmok korében nincs
ertelme, de mint hatarertek letezik es nem is kritikus, erteke co, megpedig +oo, mert a nevezo
pozitiv, ahogy a szamlaloé nagyobbik tagja is az.

> hi= limit( 5-n° —1 —2-n,n =inﬁnily)
h = o (1.4.5)

> 1= [ V572—1 —2:n]sn=1.20]:
> plot([1], n=0..20, style= [ point], color = [ blue], symbol = solidcircle, symbolsize = 20,
thickness=[4], view=1[0..20,0..5])
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V A Kkovetkez nevezetes hatarértéken alapulé sorozatok:
n

lim (1 +£) _
7 — n

1. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez hatarértéket:

Elszor a zardjelben lev kifejezést



L&
n

alakra kell hoznunk.
Az atalakitashoz a kovetkezket hasznaljuk fel:

*a+ (-b)=a—>b, vagy szamokkal: 10 + (-3) =10 — 3, ha egy kifejezéshez (vagy
szdamhoz) egy negativ kifejezést (vagy szamot) hozzdadunk, az ugyanazt eredményezi, mintha
a hozzéaadott értéket kivontuk volna.

* Tortet egész szammal Ggy osztunk, hogy ha lehetséges elosztjuk a szdmlalot az egész szammal,
ha nem a nevezt szorozzuk meg vele. Ugyanigy végezziik el az emlitett mveletet algebrai
kifejezésekre is. Algebrai kifejezéseknél altalaban a 2. modszer alkalmazhato, ezért a
szampelda €s a ,,betus” pelda is arra vonatkozik.

3
2-5 10 °

m‘w|w

Hogyan lehet eldonteni a felirasbol, hogy tortet osztunk egész szdmmal, vagy egész szadmot
torttel? Az egyenlségjel helye mutatja meg. A kétféle felirast tilos 6sszekeverni, mert egész mas
eredményre vezet.

Nézziink mindkettre ugyanazokkal a szdmokkal 1-1 példat és hasonlitsuk 0ssze az eredményt:

Egész szamot torttel osztunk:

3 5.2 _3.5_35_15_
5 T35S 5 =15
5

Tortet osztunk egész szammal:

A fentieket alkalmazva adddik, hogy

3 pi)
2 427

n n

1 -
Az atalakitasbol lathato, hogy

k=- %, ¢s igy



. 3 ”_.
lim (1 2n) = lim

n — n —> o

(3.2
tp 20| = 2= o b 2000313
n = 63

(Az utobbi ket atalakitas mar nem tartozik szorosan a feladat megoldasahoz, csak ,,cifrazat”, hogy
hanyféleképpen is irhato fel egy negativ tortkitevj hatvany.)

n
> h = limit((l—i) ,n=inﬁnityJ
2-n

hi=e ? (1.5.1)

> [:= $n=1.20

3 n
1 =
» ( 2n )
> plot([1, h], n=0..20, style= [ point, line), color = [ blue, red), symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=[0..20, -0.5..0.3])
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2. feladat

n+2
Jim, (215 ) n>1

Az alap atalakitasanal kétféle gondolatmenet szerint is eljarhatunk.

1.Hasonloan, mint a 2 polinom hdnyadosanak hatarérték szamitdsanal, vagyis a szamlalot és a
nevezt is osszuk el n-nel.

5

1+ —
n+5: n
n—1 l—i
n

2.A szamlaloban ¢€s a nevezben is emeljlink ki n-et, majd egyszersitsiink vele.

5 5
J14+ 2 1+ =
n+5:n(+n)_ +n

n—1 n'(l—i) l—i
n n

A kiemeles helyesseégerol mindig ugy tudunk megbizonyosodni, hogy ,,visszaszorozzuk”.
Ez példaul a tort szamlaloja esetén igy néz ki:

n-(l +i)=n-1 +n-i=n+5
n n

Az eredmeény nyilvan mindket esetben ugyanaz lesz, killonben ,,nagy baj” lenne. A masodik
eljaras vihet tovabb a késbbi, bonyolultabb feladatokra.

A kitevben 0sszeg van, ezért az 1. hatvanyozas azonossagot kell alkalmaznunk.

" 2 n 2
n—+2 1+i 1+i (1+i) (1+i)
) n+5 . n n = 1; n L
lim - lim . = lim '
e | n— 1 1 e (-1) " 1 ?
1-— 1-— (1+—) (1-—)
n n n n
e5 1 65 6
_ 1 -1
e e
a®-at=a""

Itt 4lljunk meg egy pillanatra. Nézziik meg a hatarértékeket kiilon-kiilon.
Az els tort szamlaldjanak €s nevezjének hatarértékei a nevezetes hatarértékek alapjan:



. 5 ”_ 5
Iim |1+ — | =e
n — n

n
lim (1 + (—1)) =
n—x n
A masodik tort esetében nagyon vigyazzunk, gyakori hiba itt is e-t belekeverni a hatarérték
szamitasba. Pedig ezek a hatarértékek teljesen masok. A kitev itt konkrét szdm. Ekkor meg kell
nézni, hogy hova tart az alap. Jelen esetben ez a szamlalo és nevez esetén is 1. Es ezt kell a
megfelel hatvanyra emelni, mivel 12 =1, ezért a szamlalé és nevez hatarértéke is egy.
Tehat meg egyszer; csak akkor lesz a hatarertek az e megfelelo hatvanya, ha a kitevoben ,,n”
(vagy n is) szerepel és nem (csak) konkrét szam.

n+2
> h= limit( (m) , N =inﬁnilyj

n—1
ho=¢® (1.5.2)

n+2
R n—1

> plot([L h], n=0.20, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness=[4, 2], view=1[0..20,0..25001])

$n =2..20} :
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3. feladat

) 14+2n\" 3
"hl’nw(2n—2) n>1

A zérojelben lev tort szamlalojabol és nevezjébl is emeljiink ki 2n-et. A kitevt irjuk

n—3=n+(-3)

alakba és alkalmazzuk ra az els hatvanyozas azonossagot. A kitevben lev kiilonbségre



alkalmazhattuk volna a 2. hatvanyozés azonossagot is, de akkor dupla emeletes tortet kellett volna
irni, ami szintén jo, csak szokatlanabb.

2n kiemelése példaul a szamlalobol:
l1+2n=2n-(?+?)

mit irjak az 1. kérdjel helyére, mivel kell megszorozni a 2n-et, hogy 1-et kapjak?

A reciprokaval 2L -nel, tehat ez keriil az els kérdjel helyére. Es mivel tudjuk helyettesiteni a
n

masodik kérdjelet? Mivel kell megszoroznunk 2n-et, hogy 2n-et kapjunk? Természetesen a
valasz 1. Tehat a kiemelés eredménye:

1+2n=2n'(L+1)
2n

RN n
| o | o
Hasonloképpen jarunk el a nevezben is. =E: = B
L
1 n+(-3) " 1 -3
_ 2n| — +1 1 +— 1+ —
o 142n YT ”(2 +) ~ Y Y
Ty ~ I ~ I 1
2n 1——) 1—— 1——
n n n
1 n
£ 3 |
14+ -2 5 AR
= lim . | =f—1=e?=J¢ =4,481689
n—o _1) n 1 e—l
e
n n

Végiil a 4. hatvanyozas azonossag ¢s az elz feladatbdl ismert atalakitdsok utan adodik az
eredmény. A konkrét szdm (nem n) kitevj hatvdnyokat nem sziikséges a 4. hatvanyozas
azonossag szerint felbontani, elég megnézni az alap hatarértékét (ez most 1) €s a megfelel
hatvanyra (-3) emelni, ami eredményiil 1-et ad.

n+2
> h= limit( (21—;—2_’;) 7 =inﬁnity)
i hi=e’ (1.5.3)
. n+2
>l::[[n,(%) $n=2..20}:

> plot([L h], n=0..20, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=1[0..20,4..18])
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_4. feladat

(5+2n )2”

i
& 74+3n

n — o

A szamlalobdl 2n-et, a nevezbl 3n-et emeliink ki, hogy "1+ valamilyen kifejezés" legyen a

szamlaldban €s a nevezben is. Ezutdn n-nel lehet egyszersiteni, de a — szorzo ott marad.

3
2n n2
5 5
5420\ 2”(2n+1) . 2 (1+2n)
A s, ) A 2 A | ST
3n(—+1) (l-i-—)
3n 3n

Az utolsod 1épésben a 3. hatvanyozas azonossagot is alkalmaztuk a teljes kifejezésre. Ezutan a 4. és
5. hatvanyozas azonossag alkalmazasa kovetkezik és a mar ismert emeletes tortté alakitas a bels
zarojelben lev kifejezésekre. Igy el is érjiik, hogy kialakulnak a nevezetes hatarértékre jellemz
,,mintazatok”.



S
5
N 3
lim, (—) n -[0-4 | =0
3 7 \" £
2 e’
|+ =
n

2

n
A nlgnw(l + ﬁ) — & hatarértéken kiviil felhasznaltuk a nlgnw( =
n

n
) =0, mert az alap

2 s .
‘?‘ < 1 nevezetes hatarértéket is.

B 2-n
g (D2 n N
> h = Zlm1l‘((7+3.n) , N mﬁnlly)

hi=0 (1.5.4)

542n
> [:= -
R Hn’(7+3-n)

> plot([L h], n=0.20, style= [ point, line], color = [ blue, red], symbol = solidcircle,
symbolsize =20, thickness = [4, 2], view=[0..20,0..0.5])

2-n
$n=1..20
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5. feladat
. 1+4n 2
”h_r’n""( 543n )

A szamlalobol 4n-et, a nevezbl 3n-et emeliink ki. Az egyszersités és a hatvanyozas
azonossagok elvégzése utan

5)

adodik. A kitev atalakitasa a tortkitevj hatvany definicidja alapjan torténik, itt az

2 _ [
a“ =y a

szerint. (Az ,,a” betl most a teljes zarojeles kifejezest helyettesiti.)



lx
. 1+4 |
o (e
L i 2 (3
=e\3+3n) e 3n- 3;+1I T EI
Lo 1+3
A
|
n 1\
5 =
n 1 4
2 4 — +1 1+ —
1 +4n 2_. n(4n+) _ 4 \" +n
n— o 5 3” _nlll>noo 5 - ? n
3n —+1) S
3n 3
1+ —
n
4 n

n
Az nlgnw (1 + k) = ek hatarértéken kivul felhasznaltuk a nlgnw( 3 ) =+ o nevezetes
n

hatarerteket is, a hatarertek azert +oo, mert az alap —> 1.

|

> h = [limit

1 +4-n . .
(5_’_3.”) , n = infinity
h = o (1.5.5)

Y

1+4-n
> —_—
= H (553 )
> plot([1],n =0 .20, style= [ point], color = [ blue], symbol = solidcircle, symbolsize =20,
thlckness—[4] view=1[0..20,0..9])

$n=1.20]:




0 5 10 15 20

_6. feladat

Utoljara nezziink meg egy ,,renitens peldanyt”, egy oszcillalva divergens sorozatot. Az
elzekben részletezett atalakitasokat végezziik itt is el.

(2+3n)”+1_. (2+3n)n(2+3n)_. 3"(5“)
=/ ' = Jim,

lim m
5-3n n 5-3n 5-3n 3 —i—i-l)
3n

243n\_ ..

( 5-3n )_n@w('l)
2 n

[ 2 43
n n
5 Bl




Mivel a sorozat paros index és paratlan index tagjainak mas a hatarértéke, ezért a sorozat
divergens.

Ha n paros a hatarérték:

= 7
3 L

€ (-1)=-e’ =-10,31225

1-

e

w |

Ha n pératlan:

2

3 7
-1 es (-1)=e’ =10, 31225

3

e

B n+1
>l:=Hn,(M) $n=3.20]:
B 5-3-n

> plot([1], n=3..20, style= [ point], color = [ blue), symbol = solidcircle, symbolsize =20,
thickness=[4], view=1[0..20, -35..60])
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_20,

_30,

A sorozatot azért csak a 3. tagtdl kezdve abrazoltam, mert a 2. tag értéke til nagy volt, és ezért
nem tudtam volna szemléltetni a tovabbi tagokkal az oszcillaciot.

V Feladatok 6nallé megoldasra
1.Vizsgalja meg monotonitas, korlatossag szempontjabodl a kovetkez sorozatot! Konvergens-e?
Ha igen, adja meg a hatarértékét! Adjon meg kiiszobszamot, ha € = 10721

4 = 6—2n

" n—4

g =dn—4

" 5—=2n
4n—14

a= S,

2.Konvergensek-e az alabbi sorozatok? Ha igen, adja meg a hatarértékiiket!



bn=2n—\/ 4n2+3n

lon_2n+1.5n+32n

b=4n—16n° —3n—2

6n—2.2n+3_7_5n
5-12" 1 4 2e
2n+7\"T!
( 3+2n )

Cn—

d =

n

b=\25n"—3n—2 —5n

g 6n+2_2n—3 —7.5"
Cn ™ 5'12n+1

n

n
3

_( n+8 n
dn—(—2+n) +Vn T3

b=\ 16n* +2n+2 — 16 n° —31n-2

6n+1.2n—2_7.5n
5-12" e

Cn=

w|B

( 2n+7
d”_( 3+2n )

b=\ 16n"—3n-2 —4n

4n+2.3n—3 _7_5n
512" 4 2e

c =

n
3




T —1
n
k=2 \/n2+3n—|—1

n

3. Vizsgélja meg korlatossag szempontjabol a kovetkez sorozatokat!

.3 _ Ay _1—-2n
[,=3 5n m=1(-2) h, P



